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Priklad 1 Spoctéte nasledujici limitu danych posloupnosti:

Vn3+5n2—v/n3—6n2+3.

)

(2)  Jlim vn

(b) lim vn*—3n2 —6 —vn?+ 3n2 + 6;

n—-+00
. vn2—15n+2(1—n)
(¢} lim S —3—=32.
( ) nostoo 2(n—2)3-2n3

Priklad 2 Pro danou kvadratickou funkci f a danou pfimku najdéte vSechny body x € R takové,
ze v téchto bodech je dana pfimka tecnou ke grafu dané kvadratické funkce. Neznamé parametry
v rovnici pfimky dopoctéte:

(a) f(z) =32%+ 2z —2 a piimka y = —5z + ¢;
(b) f(x) = —1/22% + 22 + 12 a ptimka y = 3z — q.
Priklad 3 Pro dané funkce vySetfete jejich pribéh

(a) f(a) = 3236,

(b) f(z) = 20et,



Reseni la Pouzijeme rozsifeni pomoci vzore¢ku (a — b)(a + b) = a? — b? abychom se zbavili

osklivych druhych odmocnin a pak uz jde o standardni vypocet limity podilu polynomt - vytkneme
nejvyssi mocninu nahore a nejvyssi dole a dostaneme vysledek.

Vn3 4 5n2 — v/n3 — 6n2 + 3

A /i -
‘ (\/n3+5n2—\/n3—6n2+3) (\/n3—1—5n2—|—\/n3—6n2—|—3)
i Vi (ViF 502 4 /¥ = 62 +3) -
— lim n3 4+ 5n? — (n® — 6n? + 3) — lim 11n% +3 _

”_>+°°\/ﬁ<\/n3+5n2+\/n3—6n2+3) n—>+oo\/ﬁ<\/n3+5n2+\/n3—6n2+3>
~ n?(11 + 3/n?)

n—>+oo\/ﬁ(\/7§\/m+\/7?\/l—6/n+3/n3>

)

)

. n?(11 + 3/n?)
= 1m
" s (1 B/ 4 /1= 6/n + 3/
2 11 2
— lim (11 +3/n)
" 2 (T4 5]+ /1= 6/n + 3/
i 11+ 3/n? 1140
11m = =
notoo \/T4+5/n++/1-6/n+3/n> VI+0+V1+0+0

11/2.

Reseni 1b Pouzijeme roziifeni pomoci vzorecku (a — b)(a + b) = a® — b? abychom se zbavili

osklivych druhych odmocnin a pak uz jde o standardni vypocet limity podilu polynomt - vytkneme
nejvyssi mocninu nahote a nejvyssi dole a dostaneme vysledek.
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Reseni 1c  Jde o standardni v§pocet limity podilu polynomi - vytkneme nejvyssi mocninu nahote
a nejvyssi dole a dostaneme vysledek. Pouze nejprve musime ve jmenovateli pouzit vzorecek (a +
b)3 = a® + 3ab + 3ab? + b3 pro t¥eti mocninu zévorky ve jmenovateli.
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Reseni 2a Pouzijeme dvou znamych faktii - zaprvé, smérnice teény ke grafu dané funkce v daném
bodé je rovna hodnoté prvni derivace v daném bodé a zadruhé, tecna ke grafu dané funkce v
daném bodé se v daném bodé shoduje s danou funkci. Obdobné jako an cviceni tedy lze pro te¢nu
p(z) = kx + ¢ k funkci f(z) v bodé a € Dy psat k = f'(a) a dopo€ist ¢ z rovnice f(a) = p(a).

V naSem piipadé tedy fakt, ze y = —bx + ¢ je te¢na ke grafu f(r) = 322 + 2 — 2 znamend, Ze
hleddme body a € R pro které plati f’(a) = —5. Snadno spocteme, ze f'(z) = 6x + 1 a tedy z
rovnice f'(a) = —5 dostédvame jediné feSeni a to bod a = —1. Pro dopocteni ¢ vyuZijeme rovnici

p(a) = f(a), ktera po dosazeni nabyva tvaru (—5)(—1)+q = 3(—1)2+(—1) —2 a dostavame q = —6.
Celkem tedy je pfimka p(z) = —5z — 6 tecnou ke grafu funkce f v bodé —1.

ResSeni 2b Pouzijeme dvou znamgch faktdl - zaprvé, smérnice teény ke grafu dané funkce v
daném bodé je rovna hodnoté prvni derivace v daném bodé a zadruhé, tecna ke grafu dané funkce
v daném bodé€ se v daném bodé shoduje s danou funkci. Obdobné jako an cviceni tedy lze pro teénu
p(x) = kx + ¢ k funkci f(x) v bodé a € Dy psat k = f'(a) a dopo€ist g z rovnice f(a) = p(a).

V nagem piipadé tedy fakt, ze y = 3z — ¢ je te¢na ke grafu f(z) = —0, 52 + 2z — 12 znamen4, ze
hleddme body a € R pro které plati f’(a) = 3. Snadno spoc¢teme, ze f'(x) = z + 2 a tedy z rovnice
f'(a) = 3 dostéavame jediné feseni a to bod a = 1. Pro dopo¢teni ¢ vyuzijeme rovnici p(a) = f(a),
ktera po dosazeni nabyva tvaru 3-1—¢ = —0.5-1> +2-1 — 12 a dostavame g = —16, 5. Celkem
tedy je pfimka p(x) = 3z + 16,5 te¢nou ke grafu funkce f v bodé 1.

Reseni 3a

Provedeme standardnich deset kroki. Vysledny nacrtek je na strankich prednasejiciho - Ukol 12,
pf. 8 - naSe funkce je pouze t¥ikrat vétsi, tedy duilezité rysy bude mit totozné.

Defini¢ni obor Protoze f(x) = %, evidentné Dy = (—00,3) U (3,00).

Limity v krajnich bodech defini¢niho oboru Jednoduse Ize spocitat limity v nekonec¢nech.
Pro limity okolo bodu 3 je zapotfebi pouzi pravidla “o déleni kladnou a zapornou nulou”.
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http://www.karlin.mff.cuni.cz/~krump/vse/ukol12.pdf
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Pruseciky s osami Priisecik s osou y ziskdme dosazenim z = 0 - tedy P, = [0;2]. Co se tyce
prusecikii s osou z, je zapotiebi vyfesit rovnici f(z) = 0. Vime, Ze zlomek je roven nule pravé tehdy,
kdy# je nulovy citatel. Tedy staéi vyfesit rovnici 322 — 3z — 6 = 0. Vidime, Ze po vydéleni 3 celé
rovnice lze pouzit Vietovy vzorce a psat nasi rovnici ve tvaru (x — 2)(x + 1) = 0. Tedy mame dva
priiseéiky s osou = - Pl = [—1;0] a P2 = [2;0].

Paritu funkce (je suda, licha nebo ani jedno) Vidime, Ze dokonce ani defini¢ni obor neni
soumérny podle pocatku (nuly) a tedy funkce nemutize mit paritu.

Intervaly, kde je funkce rostouci nebo klesajici Vime, Ze je zapotfebi nejprve spocist prvni
derivaci dané funkce:
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3(z—5)(z—1)
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Odtud snadno urc¢ime nulové body prvni derivace a intervaly monotonie. Konkrétné, funkce f ma
dva stacionarni body s; = 1, s2 = 5 a je rostouci postupné an intervalech (—oo; 1)U(5; 00) a naopak
je klesajici na intervalu (1;5).

Intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkdvni Vime, Ze je zapotfebi spocist druhou de-
riavcidané funkce:

(3222182415 (62—18)(2—3)2—2(x—3)(3a2—18z+15) _  (¢—3)((62—18)(z—3)—-2(32°—18z+15))
fl(x) = ( oo ) = @37 = @37 =
622 —36x+54—622+362—30 _ 24

(x—3)3 — (z-3)3°

Odtud vidime, zZe f je konvexni na intervalu (3;+o00) a naopak konkavni na intervalu (—oo;3) a
nemd zadné inflexni body.

Stacionarni body funkce Funkce f mé dva stacionérni body s; = 1, s3 = 5.

Lokalni extrémy funkce a inflexni body Z vyse uvedeného je jasné (monotonie na okoli
bodil), Ze s; je bodem lokalniho maxima a sy je bodem lokalniho minima.

Asymptoty funkce v krajnich bodech definiéniho oboru Z pocitani jednostranych limit
vydime, Zze v bodé 3mame asymptotu bez smérnice - tj. pfimku x = 3 kolmou an osu x.

Co se tyce asymptot se smérnici, je zapotiebi vysettit obé nekonec¢na. Nejprve tedy spoctéme pro
nasi asymptotu u +oo smérnici k1. Pokud existuje, vime, ze je vyjadiena nésledujici limitou a tedy
jejim spoctenim nize dostavame, ze asymptota v 400 existuje a ma smeérnici 3.

_ 1 o 322-32—6 __ 1: z2)(3—=3/x—6/2> _ 3-0-0 _
ki = mgl—ir-loof(l‘)/x - xEI—iI-loo z(z=3) :cEI—iI—loo : 22(1*/3/33)/ 1= 3.

Vsimnéme si, ze pokud bychom pocitali smérnici k2 asymptoty v —oo, pak pouzijeme stejnou




formulku k9 = lim f(x)/x. Na vypocet této limity lze pouzit Gplné stejny postup a dostaneme
T—r—00

aplné stejny vysledek. Tudiz existuje i asymptota v —oo a ta mé smérnici ko = 3.
Pokud budeme chtit dopocist absolutni ¢leny obou smérnici - ozna¢me je q; a ¢2 - musime pouzit
vzoreCek g = 1im f(x) — kx. MzZeme tedy pocitat:
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Dohromady tedy mé funkce dvé asymptoty (v +o0c a v —00), které splyvaji a maji rovnici y = 3x+6.

Reseni 3b

Provedeme standardnich deset krokt. Vysledny nacrtek je na strankach piednasejiciho - Ukol 12,
pr. 14l

Defini¢ni obor Protoze f(x) = 12;%*4, evidentné Dy = (—o0,—1) U (-1, 00).

Limity v krajnich bodech defini¢éniho oboru Jednodus$e Ize spocitat limity v nekonec¢nech.
Pro limity okolo bodu 3 je zapotiebi pouzi pravidla “o déleni kladnou a zapornou nulou”.

— Qi T2(1=5/x44/a?) . 1=5/a+4/2? _ S1-0-0 _
acgr—{loo fla) = xEr—&I-loo e(1+1/z) ar:gr—ir-looa3 v
T 22(1-5/x+4/2%) _ 1. 1-5/x+4/z% 1—0—0 __
lm f(e) = lim —ogpmpy— = lim o5 = —c0- 55 = —oo.
125 (— 10
1i — (=1)?-5-(=1)+4 _ li — e
Jm f) = lm T = I e = e
10/0_
1; 1; (=1)%-5-(=1)+4 _ i _ '
m )= = I g e
1076+
Pruseciky s osami Prisecik s osou y ziskdme dosazenim x = 0 - tedy P, = [0;4]. Co se tyce

pruseciki s osou z, je zapotiebi vyfesit rovnici f(z) = 0. Vime, ze zlomek je roven nule pravé
tehdy, kdyz je nulovy citatel. Tedy staci vyfesit rovnici 22 — 5z + 4 = 0. Vidime, Ze lze pouzit
Vietovy vzorce a psat nasi rovnici ve tvaru (z — 1)(x —4) = 0. Tedy mame dva priseciky s osou z
- P! =[-4;0] a P2 = [-1;0].

Paritu funkce (je suda, licha nebo ani jedno) Vidime, Ze dokonce ani defini¢ni obor neni
soumérny podle poc¢atku (nuly) a tedy funkce nemutize mit paritu.

Intervaly, kde je funkce rostouci nebo klesajici Vime, Ze je zapotfebi nejprve spoéist prvni
derivaci dané funkce:

fl(z) = @2-5r44) _ (2e-5)(@+1)—(22—5z+4)-1 _ 2% 3¢-5-a2 4504 _ 22422-9 _ z242z+1-10 _
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Odtud snadno uré¢ime nulové body prvni derivace a intervaly monotonie. Konkrétné, funkce f
ma dva stacionarni body s; = —1 — /10, s = —1 + v/10 a je rostouci postupné na intervalech


http://www.karlin.mff.cuni.cz/~krump/vse/ukol12.pdf
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(—o0; 51)U(s2; 00) a naopak je klesajici na intervalu (s1; s2). Zde je Sikovné si v§imnout, ze znaménko
prvni derivace uréuje pouze c¢itatel (jmenovatel je vzdy kladny) a ten je ve tvaru kvadratiké funkce
které je konvezni (koeficient u x? je kladny).Tedy tato funkce musi byt zdporna na intervalu mezi
svymi kofeny a naopak kladna vSude jinde. Nemusime tedy zkouset dosazovat.

Intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkadvni Vime, Ze je zapotiebi spocist druhou de-
riavcidané funkce:

f”(x)  (22422-9\ _ (22+2)(a+1)2—(22+22-9)2(z+1) _ 2(z+1)3—(22422—-9)2(z+1) _ 2(z+1)2—(z®+22-9)2
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Odtud vidime, Ze f je konvexni na intervalu (—1;400) a naopak konkavni na intervalu (—oo; —1)
a nema zadné inflexni body.

Stacionarni body funkce Funkce f mé dva stacionarni body s; = 1, s3 = 5.

Lokalni extrémy funkce a inflexni body Z vysSe uvedeného je jasné (monotonie na okoli
bodi), Ze s1 je bodem lokalniho maxima a sy je bodem lokalniho minima.

Asymptoty funkce v krajnich bodech definiéniho oboru Z poditani jednostranych limit
vydime, Zze v bodé —1 méme asymptotu bez smérnice - tj. pfimku x = —1 kolmou an osu x.
Co se tyCe asymptot se smérnici, je zapotiebi vysetfit obé nekonecna. Nejprve tedy spoc¢téme pro
nasi asymptotu u +oo smeérnici k;. Pokud existuje, vime, ze je vyjadiena nasledujici limitou a tedy
jejim spoctenim nize dostavame, ze asymptota N 400 existzuje a ma smérnici 1.
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Vsimnéme si, ze pokud bychom pocitali smérnici ko asymptoty v —oo, pak pouzijeme stejnou
formulku ko = xli)moo f(x)/x. Na vypocet této limity lze pouZit Gplné stejny postup a dostaneme

aplné stejny vysledek. Tudiz existuje i asymptota v —oo a ta mé smeérnici ko = 1.
Pokud budeme chtit dopocist absolutni ¢leny obou smérnici - ozna¢me je q; a g2 - musime pouzit
vzorecek q = hnj[ f(x) — kx. Mzeme tedy pocitat:
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Dohromady tedy ma funkce dvé asymptoty (v +o0o a v —o0), které splyvaji a maji rovnici y = x —6.



Funkce vice proménnych

e podobnost s jednou proménnou;
e rozdily oproti jedné proménné;
e obrazky;

e parcialni funkce, parcialni derivace.

Priiklady U nésledujicich funkci spoctéte parcidlni derivace a naleznéte stacionarni body.
1 f(z,y) = 2> + 9%+ 32 — 5;
2 f(@,y) =5(z —y)(=® + 3y);
3 fla.y) = 57

4 flxy) =2 —z—zy—y* +u;



