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Opakovani z prednasky
e Funkce - predpis funkce, prosta funkce, slozena funkce, defini¢ni obor funkce

e - Limita funkce -(obrazkova verze zde) ve vlastnim nebo nevlastnim bodé, podobnost s
limitami posloupnosti. Jednostranné limity. Spojita funkce.

Znamé limity (I) li%l 1=+
r—U4

) lim i =-cc

z—0_ %

(ITI) lim L1 =0

z—Foo &

(IV) lim =, 22, 23 = 400
T—+00

(V) wgrfloox, a3, x®

= —00

400, pokud k >1

. k_ ol _
(VD) lim 2% —z {—oo, pokud k < 1

T—r—00
(VII) Pokud liH}q f(z) = +00, pak miZeme psat, Ze:
T—r
* lin}4 ¥/ f(z) = 400 pro libovolné k > 1.
T—r

* lim %
z—A v/ f(@)
Pravidla poc¢itani limit - Obecné Ize s limitami pocitat jako s norméalnimi ¢isly, kromé pripadu

= 0 pro libovolné k£ > 1.

* 00 — 00;

x 0/ £ oo;

* +oo0/ £ oc.

limita slozené funkce v krajnich bodech defini¢niho oboru vnnitini funkce

*

Konkrétni pravidla, kterd plati mimo pripady vyse:
(PO) a xILmA f(xz) = f(A), pokud A patii do defini¢niho oboru Djy.

b lim f(x) = L pravé tehdy, kdyz plati lim f(z) = L azaroven lim f(z) =
z—A T—A_ z— A4
L


http://webspace.ship.edu/msrenault/GeoGebraCalculus/limit_intuitive.html

(P1) lim (f(x) + g(x)) = lim f(z) + lim g(x);

r—A

(P2) lim (f(x) — g(x)) = lim f(z)— lim g(z);

r—A

(P3) Ty ((0) ) = (1 7)) - (1 o0) )

(P4) lim

(=) lim f(x)

— z— A
z—A 9(@) — lim g(z)

, pokud lim g(z) # 0.
z—A

(P5) lim f(g(x))=f (hm g(m)), pokud lim g(z) patii do defini¢niho oboru funkce f.
z—A z—A z—A

Trik 1 Rozklad na soudin - lomennou funkci pfevedeme na soucinovy tvar a zkratime shodné
¢leny. Tim funkci zjednodusime a miizeme zvétsit definiéni obor a pouzit (P0). Je dtlezité
znét vzorce na rozklad

a?—bv*> = (a—b)(a+Db)

a? +2ab+ b* = (a £ b)?

a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?)

a® +b® = (a+b)(a® — ab+ b?)

ar? +bx+cx = a(x —r1)(x — r2), kde 71, 72 jsou kofeny (roots) kvadratické rovnice
az® + bz + cx = 0.

R R N

Trik 2 Vytykani v polynomech stejné jako u limit - pouZijeme znamé limity (IV),(V), (V1) -
ale pozor v jakém bodé limitime - pouzivame jen pokud z — Fooc.

Trik 3 Posunuti zndmych limit (1), (1) - tedy pro libovolné realné ¢islo r € R ze zndmych limit
(I),(II) lze dostat i platnost:

. 1

lim = 4-00;
Ty T — T

. 1

lim = —00.

T=r_x — T

Vypocdet limit U nésledujich funkci urcete definiéni obor a vypoc¢téte limity danych funkei v
jeho krajnich bodech. Nezapoméiite na +oo. Snazte se nad kazdé rovnitko/dpravu sami pro

sebe psdt z
i fz)=

i f(z) =
i f(z) =
iv f(z) =

v flz) =

vi f(z) =
vii f(z) =
viii f(z) =

duvodnént ve smyslu odvolavani se na jedno z pravidel vjse.
=1
z+3

z—2
2x+4

r—2
22

3z2
z2—4




xv f(z) =
xvi f(x)

xvii f(x) =

V3x2—6

r—12

4z—5
2 _

V 4
Vx24+2z+5

2—2x




Reseni

i f(x) = 1113 - defini¢ni obor Dy = (—o00; —3) U (—3;+00) a tedy musime vySetfit limity v
bodech —oo; —3; +00
) _q (1I1)
—L e =0
. : 1 (D _
T Am w = m e = —(reo) = oo
. 1 . 1 () N
T R B
lim —1 ik 3 £ (P0a) neexistuje
g3 a+3 N
1
— 1m =% "o

T —o0 T3

i f(z) = ﬁ - defini¢ni obor Dy = (—o00; —2) U (=2;400) a tedy musime vySetfit limity v
bodech —oo; —2; 400

_9 Trik 2 . — P1)—(P4),(III) _
2z 2 Trik lim z1-2/x (P1) (: ),(I11) 1-0 _ 1/2
z+4 z—+oo T 24+4/x 240

. —2 (P1)—=(P4) . . 1 (P0b) . 1 (1)
- g Y (o) (i ) ) (L )

— i 2=z < lim x—2> ( lim %1+4> () (—4)'< lim 2;+4> D_

I*)72+

c
— lim X neexistuje
r——2 2z+4 J
~ lim z—2 Trik 2 lim z1-2/x (Pl)—(]i4),(]][) 1-0 _ 1/2
o0 2zt4 T L T T 244/ - 240

iii f(x) = 2—}2 - defini¢ni obor Dy = (—00;0) U (0; +00) a tedy musime vySetfit limity v bodech

—o00; 0; 4-00.

_ lim es2 T2 g %1,12/1 (P1)—(P4),(I11) < lim 1) 10 (i
x—+oo T z—+oo ¥ x—+oo ¥

= tim oz PUEPY (i oz o) (dim L) 2 ) m L) P= (9.
z—0_ T x—0_ z——2_7% x——2_7%
(+00) = —o0

) _o (P1)—(P4 . . PO0b . 11

-y T (e 2) (i &) o (g ) P 020 -
— 00

~ lim z—2 Trik 3 + vyse .
0 7 o

Clim s ME2 gy s 1ye (PO-(EO.0ID < lim i>110<g)0
T—r—00 r—r—00 T— —00



iv f(x) = ;;3”_24 - defini¢ni obor Dy = (—o0; —=2) U (—2;2) U (—2; +00) a tedy musime vySetfit
limity v bodech —oo; —2;2; +00

— lim 32 T2 gy el 3 (F-ESD (1) 25 =3

potoo 24 T piT oo w2 1-4/a? - 1-0 —
. lim 3z?

— lim 32 (Pl)f(]zl),Trlkl z——2_ . lim 1 (]Eb) 3,(_2)2 lim ([_I)_ (2)
r—_9 z2—4 Iﬁh{nQﬁ(a:—2) 9 T+2 — 9 T+2 —4
(—o0) = +00

. lim 3z2
Ty, x2—4 - lim (z—2) 5, 2 T —4 9, 2 T T \—4
T—r + z_>_2+ Tr—r + T—r +
(+00) = —00
A 2 Trik 3 + vyse . .

— 1 ) x%’i 1 — " neexistuje

T——
lim 322
. 2 (P1)—(P4),Trik 1 2 . POb) 3.(2)2 .. I
~ i 322 PO I TR S )L T N O Rp S
a2 o4 2 T2 4 g5 w2 4
lim (z+2)
T—2_
+00
. lim 3z2
e - lim (z+2) m 2= = 4 B = ( 4 ) ) (+OO) -
T—24 =2, T—24 T—24
o
. 2 Trik 3 + vyse . .
— lim 32 = " heexistuje
2 r%—4 ‘]
T—r

L et k225 (PO=(PAUID) (1)-3 =3

o T2—4 T LT w2 1-4/a? - 1-0 —

v f(z) = 132=% - definiéni obor Dy = (—o0; —1) U (—1;+00) a tedy musime vySetiit limity v
bodech —oo; —1; 400

W 13z—5 Trik2 .. z 13—5/z (P1)—(P4),(111) 13
zgr-&{loo —l=z® :cEI-iI-loo 23 1+1/23 o (0) -1-0 ™ 0
. lim 13z—5
_ lim 180=5 _ iy LBo—s (PD-(PHTrk1 ammi m 1 (POb)
o1 —1-a® el 1423 o x_l)i£n17(12*$+2) z——1_ (@+1) -
13-(—1)+5 . 1 (D) _g .
A1 im o == (5) - (-00) = +o0
. lim 322
_ i 322 (PO-(24)Trikd eo—ly (£00) 3-(=2)? O_ (12)
so—14 © ( lim (x_2)>< lim (r+2)> (_4).< lim (m+2)>
z~>71+ z~>71+ zﬂle+
(+00) = —0
. Trik 3 + v§$ .
— hrn2 x%If 1 rikesvyse neexistuje
T——
. 322 Trik2 .. 2 3 (P1)—=(P4),(II) 3
R L e 1 i v v = 1) 15=3
vi f(z) = ﬁzjrl - defini¢ni obor Dy = (—o00;+00) a tedy musime vySetfit limity v bodech
—00; 400



o -1 Trik2 . 23 1-1/z3 (P1)=(P4),(IV) 1-0 _
xEr—&{loo ?+9 xEr—&{loo 22 " 149/z? o (+OO) 1+0 — 00

o o1 Trik2 . 53 1-1/23 (P1)=(P4),(V) 1-0 _
xﬁf_noo 219 T xEI_HOO 22 " 149/a? = (—00) 150 = —©

vii f(z) = 235 16 - defini¢ni obor Dy = (—o00;—4) U (—4;4) U (4;4+00) a tedy musime vySetfit
limity v bodech —o0; —4;4; +00

B 4 Trik2 . @ 1-4/z2 (P1)=(P4),(IIT) 19 _
IEEIOO 22=16 mklfoo 22 " 1-16/x2 = (0) 150 =0
. _4 Trik1 o—A4 . 1 Trik 3 —00, T — —4_
— lim 2=% "=° lim —%A - = lim = Celkem ted
z——4 T z?—16 a——4 (@—4)(z+4) a——4 T4 +00, T — —4+ Y

limita neexistuje podle (POb).

~

z—4 Trik 1

— lim = lim —2=2% _ — lim - 1/8
Jim g T dim it = im0y
_ Trik 2 . 1—4/22 (P1 PA (IIT _
~ fim z=t T2 o _/12( )=(P4),( )()18—0
T —00 16 oo T2 1-16/x +

viii f(z) = xH - defini¢ni obor Dy = (—o0; —1) U (—1;400) a tedy musime vySetfit limity v
bodech —oo; —1; 400

B 122 Trik2 .. 42 —141/22 (P1)=(P4),(IV) —140 _
xgl-&l-loo T xggl-loo z 1+1/x B (+00) o —
2 Trik1 .. (1—2)(14%) . 1—g (POa)
lim =" lim ~—A—= = lim =% =72
z——1 :s+1 z——1 z+1 a——1 1

- hm 1-z = hm ﬁ . _1+1/$2 (P]') ( )(V) (

oy —140 _
T —o00 TF1 z——o0 T 1+1/z OO) 0o 00

ix fx)=%22 _55” - defini¢ni obor Dy = (—00;0)U(0; +00) a tedy musime vySetfit limity v bodech

—o00; 0; +oo

o 225z Trik 2 .. 22 1-5/z (P1)—(P4),(IV) 1-0 _
. 2_ Trik 1 .. — . _r (POa

— lim 2228z PR )iy 2@25) iy =5 (700) —5/3
z—0 x z—0 x z—0

. 2_ Trik 2 . 2 _ P1)—(P4),(V _

— lim oot Tik2 g a2 15z )(:)()(_00)10:_00

z5—c0 % T——00 3 3

x f(z) = ;3111 - defini¢ni obor Dy = (—o0; —1) U (—=1;400) a tedy musime vySetfit limity v
bodech —oo; —1; 400

— lim z+1 Trik 2 lim = . 14+1/x (Pl)_(li‘l),(lll) (O) 140 _ 0
a0 THL T g4 o @ 1+1/28 - 1+0 ™

— lim L [ PP s N | - (Fa) 1
o0 T3+1 o0 (@D (z2—2+1) T G x?—a+1

~ lim &l Tik2 g @ 141z (P1)—(P4),(I11) (0) 10 — ¢
oo 3L T LT d 141 /a8 - 140 —

xi f(x) = /& — 5 - defini¢ni obor Dy = (5; +00) a tedy musime vySetfit limity v bodech 5; +oo



VII
lim x—5 N +00, protoze vnitini funkce je zde g(x) = z — 5 a plati EIJP g(x) =
x o0

T—r+00
“+00

— lim vz -5 (£5) lim z — 5= +/0 = 0. V tomto pfipadé pouzivame pravidlo (P5) pro
.Z’—)5+ 1‘—>5+

vnéjsi funkei y — /y a vnitini funkci z — = — 5.

— lim +/x — b neexistuje, protoze pro ¢isla mensi neZ 5 f nent definovano!
T—5_

— lin% v & — 5 neexistuje, protoze jsme vyse ukazali, ze lirgl v & — 5 neexistuje a mizeme
T—r T—r0_

pouzit (POb).
xii f(xz) = V=32 +9 - definiéni obor Dy = (—o0; —3) a tedy musime vySetfit limity v bodech

—00; —3
. (VII) . v s . ;
— lim -32+4+9 =’ 400, protoze vnitini funkce je zde g(z) = —3x — 9 a plati
T——00
lim g(z) =400
T—r—00
. (P5) . 1w s .
— lim /-3z+9 = lim —3z — 9 =+0=0.V tomto p¥ipadé pouzivame pravidlo
T——3_ T——3_

(P5) pro vnéjsi funkei y — /y a vnitini funkci z — —3z — 9.

— lim +/—3x — 9 neexistuje, protoze pro cisla vétsi nezZ -3 f neni definovdano!

$—>—3+
— lim v/—3z — 9 neexistuje, protoze jsme vyse ukazali, ze lim +/—3x — 9 neexistuje a
z——3 T——34+

miuzeme pouzit (POb).

xiii f(z) = va? — 36 - defini¢ni obor Dy = (—o00; —6) U (6; +00) a tedy musime vySetfit limity v
bodech —oo; —6; 6; +00

lim Va2 — 36 vID +00, protoze vnitini funkce je zde g(z) = x?—36 a plati lir}rﬂ g(x) =
T—r+00

T—+00
+0o0

- lilrn6 Vv x?2 — 36 neexistuje, protoze stejné jako vyse vidime, Ze funkce f neni definovana
T——

pro ¢isla “napravo od -6”.
- lirr%5 V2 — 36 neexistuje, protoze stejné jako vyse vidime, ze funkce f neni definovdna
xr—r

pro ¢isla “nalevo od 6”.
(V1)

— lim V22 —36 = +oo0, protoze vnitini funkce je zde g(x) = x>—36 aplati lim g(x) =
T——00 T——00
+00
. _ Vzi45 vz _ ([ . . ’ v e ..
xiv f(z) = =7 - defini¢ni obor Dy = (—o00;1/4) U (1/4; +00) a tedy musime vySetfit limity v

bodech —o0;1/4; +00

VaiEs Tik2 VT /TER/e (PYZ(PS) ( lim x) VT (1Y)
5 ik -

z5+00 T 4-1/z z—+o0

x— 10
. Varys (P1=P5) [ .. . 1\ (P0a) . 1\ Trik 3
— lim 4§—+1 = xljﬁl zt+5 ) mLH}% Tz—1 = ((1/4)4 + 5)' :ELHFM Tz—1 =

1
Celkem tedy limita neexistuje podle (POb).



— lim \/ﬁ T2 iy Vi5/at (P ( lim x) . Y150 (V)

= —OQ.
T——oco 4T— T——00 C4-1/z T——00 4-0

xv fz) = Y3226 _ definiéni obor Dy = (—00;0) U (2;12) U (12;400) a tedy musime vysSetfit

Xvi

r—12
limity v bodech —o0;0;2;12; 400

V376 Tk 2 . /G2 \/3-6/x (P)=(P5) /3= _
z—12 :CETOO =z 1-12/z = -0 V3.

2_ . . v « v Y .17 v , ,
35‘_71263” neexistuje, protoze stejné jako vyse vidime, ze funkce f neni definovana pro

V3z2—6z _ 0.

v “ 9 &1 1
¢isla “napravo od 0”. Lze spocist xli%{ +-19

V3z2—6x

— lim *=%=** neexistuje, protoZe stejné jako vyse vidime, Ze funkce f neni definovdna pro

z—2

N v . /3r2—
¢isla “nalevo od 2”. Lze spoéist lim ¥Y3Z-=62 — (),

T2, z—12

i, VBt (PP (hm V322 690) (hm L ) U2 /3127 — 6. 12 (hm

's)

r—l12 12 12 si2 t—12 12 T—12
—o0, x —12_
oo, x— 124

Celkem tedy limita neexistuje podle (POb).

_ g YBrP—6r Trk2 . Va2 /3-6/c (P1)Z(PD) 30 _ /3
s R TR P ) 10 — Vo

x) = 2225 _ defini¢ni obor D; = (—o00; —2) U (2;+00) a tedy musime vySetfit limity v
Var—1 =
bodech —oo0; —2;2; +00

lim 4x—5 Trg(2 lim x 4— 5/£B (Pl);(P5) 4—0 —4
TN L N Y Ry 5 = 4

IIH%J \/7 neexistuje, protoze stejné jako vyse vidime, ze funkce f neni definovana pro ¢isla
d

N : 4dx—5
“napravo od -2”. Lze spocist lim = +00.
P P z—>—2_ Va?—4 +

Im% \/7 neexistuje, protoze stejné jako vyse vidime, ze funkce f neni definovana pro cisla
T—r

vr . dx—
“nalevo od 2”. Lze spoc¢ist lim = +400.
p $—>2+ V Z‘Q 4

lim 4z= 5 Trg<2 lim & _4-5/x (Pl);(P5) 4-0
z—+oo Vai— z—+oo Va2 \/1—-4/x2 1-0




