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Opakovani z prednasky - limity exponencialy a logaritmu

Definice - fekneme, Ze log,(z) = y pokud plati a¥ = z. Nebo-li “¢islo log,(z) =
y udava, na kolikdtou musime umocnit a, abychom dostali x”. Logarit-
mus a exponenciala jsou navzajem inverzni funkce. Vidy uvazujeme
a € (0,+00) — {1}.

Vlastnosti/vzorecky — — a*t¥ = a® - a¥ z &ehoz odvodime log,(z - y) = log,(x) + log, (y);
— a®7¥ = % 7 &eho odvodime log, () = log, () — log,(y);
— (a®)Y = a™ z &eho odvodime log, (V) = y - log, (x);
— gt =)" logb(a);

Limity - z grafu vidime, Ze nésledujici plati:

1 lim a® =

{ +o0, pokud a € (1,+00);

T—+00 0, pokud a € (0,1);
‘ [ 400, pokud a € (1,+00);
2 xEToo log,(z) = { — o0, pokud a € (0, 1);

3 lim log,(x) =

I—)0+

—00, pokud a € (1,+00);
+oo, pokuda€ (—1,1);

Limity s polynomy - lze ukézat, ze ze plati nékolik dtlezitych pravidel pro pocitani li-
mit funkci, které jsou slozeny z logariitmu, exponenciely a polynomii.
Jednoduse je mtzeme shrnout jako “exponenciela se zdkladem a €
(1, 400) roste v nekone¢nu rychleji nez libovolny polynom a libovolny
polynom roste v nekonecnu rychleji nez libovolnd mocnina logaritmu
se zékladem a € (1, +00)”.
4 lim 2 = 400, pro libovolné a € (1,400), n € N;

x—+oo T

5 lim ﬁ—: = 0, pro libovolné a € (1,+00), n € N;
T—>+00

6 li%l " logl*(x) = 0, pro libovolné a € (1,400), n,m € N;
x—04


https://www.geogebra.org/m/jtKAZwDJ

6 lim z"a*" =0, pro libovolné a € (1,4+00), n,m € N;

T—r—00

7 xgrfm log (z) = +00, pro libovolné a € (1,+00), n,m € N;

8 lim log;# = 0, pro libovolné a € (1,400), n,m € N.
T—+00
Pocitani limit I - budeme pouzivat znalost limit polynomu a jejich podilu a zaroven
pravidlo o limité slozené funkce. Tedy hlavnim trikem bude vhodné
pouziti néasledujiciho pravidla (vizuaizace):

Trik 1 lim f(g(x)) = f (hm g(:n)), pokud lim g(z) patii do definié-
rz—A z—A z—A
niho oboru funkce f nebo pokud lin}4 g(x) = £o0.
T—r

Pocitani limit IT - pokrodili - doposud jsme ve zlomcich vzdy vytykali nejvys$§i mocninu ve jme-
novateli i ¢itateli. To proto, Ze nejvyssi mocnina predstavovala nejrych-
leji rostouci slozku u nekonecéna a tudiz zbylé ¢leny v Citateli (respek-
tive ve jmenovateli) §li k nule. To samé mtzeme pouzit i zde. Pouze
musime do pomyslné “skaly” zahrnout nové dva ¢leny - exponencielu
a logaritmus. Pro zéklad a € (1, +00) miZeme pouzit:

Trik 2 Logaritmus je pomalajsi nez libovolna mocnina - a tedy z dvo-
jice “polynom + logaritmus”vzdy vyktneme nejvyssi mocninu a
zbytek puajde k nule;

Trik 3 Exponenciela je rychlejsi nez libovolna mocnina - a tedy z dvojice
“polynom + exponenciela” vzdy vyktneme exponencielu a zbytek
pujde k nule.

Exponenciala a logaritmus v limitach U nésledujich funkci urcete
definiéni obor a vypoctéte limity danych funkci v jeho krajnich bodech.
Nezapomeéite na +oo. Snazte se nad kazZdé rovnitko/upravu sami pro
sebe psat zduvodnéni ve smyslu odvolavani se na jedno z pravidel

vjse.
fla) =5
i f(z) =5
i f(x) =log(3z — 8)
iv f(z) = logy(2?)
f(z) = In(z — 38)


https://www.khanacademy.org/math/ap-calculus-ab/continuity-ab/limits-of-combined-and-composite-func-ab/v/limits-of-composite-functions

i f(z) = 32 - defini¢ni obor Dy = (—o0;+00) a tedy musime vySetiit
limity v bodech —o0; +00

. _ . _1yz (1)
— lim 3301 = lim (71) = 0;
T—+400 T—~+00
. _ . _ . Trikl .
—  lim 311 = lim -3 =" — lim 3% = —o0.
T—>—00 T—>—00 T——+00

ii f(z) = 3 - definiéni obor Dy = (—o0;+00) a tedy musime vySet¥it
limity v bodech —o0; +00

. . -1 _ . 4\T (1_) .
AT =l (5) = oo

_ . 4% _ 3\~ T?ikl . 3\ _ . . vels
xEI—noo 37 Igr_noo (4) x£+oo (4) 0. Trik 1 jsme pouzili
na vné&jii funkei g1(z) = (2)” a vnitin{ funkei go(z) = —z.

iii f(x) = log(3x — 8) - defini¢ni obor Dy = (8/3;+00) a tedy musime
vysettit limity v bodech 8/3; +o0

— lim log(3z — 8) = +o0;

T—r+00
— lim log(3z — 8) T Qi log(y) ® . Trik 1 jsme pouzili
z—8/34 y—=04

na vnéjsi funkci g1 (z) = log(x) a vnitini funkei go(x) = 3z — 8.

— Protoze nalevo od 8/3 neni nase funkce definovand, neexistuje

lim log(3z —8) a tudiz ani lim log(3z — 8).
xz—8/3_ z—8/3

iv f(z) = logs(z?) - defini¢ni obor Dy = (—o0; 0)U(0; +00) a tedy musime
vysetfit limity v bodech —oo;0; 400
Trikl

— lim logs(x?)

Lm ll)gl_loo logs(y) = +oo. Trik 1 jsme pouzili na

vnéjsi funkei g1 (z) = logs(x) a vnitini funkei go(z) = 22.



Trikl

— lim logsg(2?) "= lim logs(y) = —oo. Trik 1 jsme pouzili na
z—04 y—04
vnéjsi funkei g1(x) = logs(x) a vnitini funkei go(z) = 22.
— lim logy(x?) Tk fim logs(y) = —oo. Trik 1 jsme pouzili na
z—0_ y—04
vnéjsi funkei g1(z) = logg(x) a vnitini funkei go(z) = 22.
— Dohromady lze psat lim logs(z?) = —oc;
z—0
. o\ Trikl . s L
— lim logs(z®) "= lim logs(y) = 4+o00. Trik 1 jsme pouzili na
T——00 Yy—r—+00

vnéjsi funkei g1(z) = logg(x) a vnitini funkei go(z) = 22.

v f(z) = In(38 — z) - defini¢ni obor Dy = (—00;38) a tedy musime
vysetfit limity v bodech —oo; 38

Trikl

— lim In(38—z) = lim In(38+y) = +oo. Trik 1 jsme pouzili
T—r—00 Yy—r—+00
na vnéjsi funkci g1 (z) = In(z) a vnitini funkei ga(z) = 38 — x.

— lim In(38 —x) T Yim log(y) ® . Trik 1 jsme pouzili na
z—38_ y—04

vnéjsi funkci g1 (z) = In(z) a vnitini funkei go(z) = 38 — x.
— Protoze napravo od 380 neni nase funkce definovana, neexistuje
lim In(38 — ) a tudiz ani lim In(38 — x).
Tz—38 4+ r—38
vi f(z) = (—2*+ 3z)log(x?) - defini¢ni obor Dy = (—o0;0) U (0; +00) a
tedy musime vysetfit limity v bodech —oo;0; +00

- lim (—a?43z)log(a?) =< lim (—x2+3x)>-< lim log(ﬂcz)) jakove

T—+00 T—+00 T—r+00
(~00) - (o0) = —oo
. 9 o\ Trikl .. (6) .
— lim (—2* +3z)log(z®) "= lim (—y + 3,/y)log(y) = 0. Trik 1
z—04 y—04
jsme pouzili na vnéjsi funkei g1 (z) = (—z + 3y/z) log(x) a vnitini

funkci go(7) = 22

— lim (—xQ—i—Sx) log(xQ) :< lim (—x2—|—3x)>-< lim IOg(a:2)> jakove
T——00 T——00 T——00

(~00) - (+50) = —o0;

vii f(x) = €2**7° - defini¢ni obor Dy = (—00+ 00) a tedy musime vySetfit
limity v bodech —o0; +00
— lim €25 TEF iy ey = +00. Trik 1 jsme pouzili na vnéjsi
r—r-+00 Yy—r—+00
funkci g1 (x) = e a vnitini funkei go(x) = 2z — 5.



20—5 Trikl 00 v —  lim (l)y = —oo. Trik 1 jsme

— lim e c

T——00 Yy——00 Y—r+00
pouzili na vnéjsi funkci g1 () = e a vnitini funkci go(x) = 22 —5.

vili f(z) = e~ - defini¢ni obor D¢ = (—00+ 00) a tedy musime vySetTit
limity v bodech —o0;+00

— lim e T i ey = 0. Trik 1 jsme pouzili na vnéjsi
T—r-+00 Y——00
funkci g1 (x) = e a vnitini funkci go(z) = 1 — 2.
— tim e T i ey = 0. Trik 1 jsme pouzili na vnéjsi
T——00 y——00
funkci g1 (x) = e a vnitini funkci go(z) = 1 — 22
ix f(z) = 23*7% - definiéni obor Dy = (—oc0 4 00) a tedy musime

vySettit limity v bodech —oo; 400

— lim 2%e" % = ( lim x3)< lim e0~”65> Y (4+00)-(+00)

T—>+00 T—>+00 T—r4-00
+00;
. _ Trikl,(7 . . L v .
— lim 23" % = KL 0. Trik 1 jsme pouzili na vnéjsi funkei

T—r—00

g1(z) = (z + 65)3e” a vnitini funkci go(z) = 2 — 65.



Opakovani z prednasky - derivace

Definice & motivace - derivace predstavuje “rychlost a smér zmény dané funkce”- priklad
- derivace rychlosti, je zrychleni - tedy to jak moc se méni rychlost.
Pékné motivacni video. Je dulezité rozliSovat mezi derivaci funkce
f v bodé a (to jest ¢islem - znacime f'(a)) a derivact funkce jako
takovou (to jest jinou funkei - zna¢ime f’). |Obrazkova verze

Vlastnosti/vzorecky I - ted si ukdzeme nékolik zakladnich vzoreckii, pomoci kterych budeme
schopni zderivovat skoro libovolnou funkci. Nejprve derivace znamych
“zéakladnich” funkei

(I) Pro f(x) = 2™ mame f'(x) = ax®! pro libovolné o € R — {1}
(porovnejte s motivaci pro @ = 1 - rychlost zmény je u funkce
f(z) = z rovna jedné - “funkce roste stejné rychle jak ménime
vstup”);
(IT) Pro f(x) = konst mame f’(x) = 0 (porovnejte s motivaci - rych-
lost zmény je u konstantni funkce nulova);
(III) Pro f(x) = €® mame f’'(z) = e (toto je divod, pro¢ je eulerovo
¢islo e tak dulezité);
(IV) Pro f(z) = In(z) méme f'(z) = 2 (toto je dfivod, pro¢ je eulerovo
Cislo e tak dulezité);
(V) Pro f(z) = a® méme f'(z) = a”In(a) pro libovolné a € R — {0}
(porovnejte s ptipadem a = e - opravdu shodné s (III)?);
(VI) Pro f(z) = log,(r) mame f'(z) = ﬁ(b) pro libovolné a € R—{0}
(porovnejte s ptipadem a = e - opravdu shodné s (IV)?7).

Vlastnosti/vzorecky II - abychom opravdu mohli derivovat hodné funkci, musime predstavit
néjaka pravidla, stejné jako u limit.

(P1) (fi(z) + fa(2)) = fi(@) + fa(z);

(P2) (fi(z) = f2(2)) = fi(z) = fa(@);

(P3) (Cf(2)) = Cfi(=);

(P4) (i) fo(@)) = fi(@) - fo(2) + fi(2) - fo(@);
(P5) (ggg)’ = h )fQ(( )(IJ)}?) f3() (obréazkova verze);
(P6) (A(f2(0) = F(fa(a)) - F4(a);


https://www.khanacademy.org/math/calculus-home/taking-derivatives-calc/intro-to-diff-calculus-calc/v/newton-leibniz-and-usain-bolt
https://www.geogebra.org/m/E29myrqf
https://www.geogebra.org/m/kXW6yB4q

Derivace funkci realnych ¢isel Pro nésledujici funkce spoc¢téte derivace
(funkce) a poté derivace v zadanych bodech (hodnoty). Snazte se nad
kazZdé rovnitko/upravu sami pro sebe psdt zduvodnéni ve smyslu
odvolavani se na jedno z pravidel vyse.

3z% — 14, body {10;0;1/2};

r) = —132% — 215, body {—1;0;1};

32

= 2571, body {0;-1/2;3};

x f(x) = logs (Va7 +1), body {3;0;—4};

xi f(x) = /5% + 11, body {1;0; —2};

Pro nasledujici funkce spoctéte jejich derivace jako obecné funkce.
1 f(z) =132 — 2% + 42 — 536;

2 f(z) =3 — a4 (v — 3)(442? + 11x);

3 f(x) =232 +1n ((3z + €%)?);

2
4 f({L') = 351;31_12;

5 f(z) = In(622 — 5z + 1).



Reseni

i

ii

iii

iv

vi

vii

viii

ix

xi

f'(z) = 3(2?) — (14)" = 62 — 0 = 62. Tedy mizeme psat f/'(10) =
60; f'(0) = 0; f/(1/2) = 3;

fl(z) = —13(z%) — (3k) = —13 827 — WS or o) — 10427 —
%75)12& = —10427— 5% = —10427+ 2% . Tedy miZeme psat f/(—1) =

104 — 2/3; f'(0) - neni deﬁnovéno; (1) =2/3 —104;

Flz) = <3x_5 " (32-5)(2?+1)=(B2=5)(@2+1) _ 3(z’+1)=(3z—5)2
; , 241 , (z2+41)2 (z2+41)2
Sz J“(i;ﬁff)jlow = _3(3395;;110):5%' Tedy muzeme pséat f/(0) = 3; f/(—1/2) =

—44 ., __ _6 1.
25 ,(3)_ﬁ}a

fl(x) = ((2z —3)(8 —1/2z))" = (22 — 3)"(8 — 1/22) + (22 — 3)(8 —
1/2x) = 2(8 — 1/2x) + (22 — 3)(—1/2) = —2z + 17.5. Tedy muzeme
psét f/(—1) = 19.5; f'(3) = 11.5; f/(10) = —2.5;

f(x) = (3=3) (z+8)+ (22 —3) (z+8) = 32%(x+8)+ (22 —3)1 = 42>+
2422 — 3. Tedy miizeme psat f/(—1) = 17; f/(3) = 321; f/(0) = —3;
f'(x) = (2%) — (3z) 4+ (8)" = 2¥ In(2) — 3. Tedy mtzeme psat f'(—2) =
2 _3; f/(3) = VBIn(2) — 3; £/(1)2In(2) - 3;

fl(@) = e 3748 . (48 — 3z + 8) = " 3748 (827 — 3). Tedy miizeme

psit f'(0) = —3¢% f'(1) = 5¢% f'(—1) = —11e'?;

flz) = et® . o3 +8 _ (613)/ Ce B8 4 ez . (6731+8)/ _ €x3(3x2> .

eT3TH8 | o7 L omBTH8(_3) = 7" . ¢73248(3,2 _ 3) Tedy miZeme psat
f1(0) = e-e8(=3) = =3¢% f'(1) = 0; f'(~1)0;

f'(z) = (In(z — 33)) - (z — 33)' = L -1 = 2= Tedy miZeme psat
17(33) - neni definovano; f(34) = 1;

/@) = (108 (VaZ+ 1)) (VAZF1) = (@2 + 0172) =

1 11 2 r_ 1 11
In(3) 1n(\/z2+1) "2 (z2+1)1/2 (SC + 1) ~ In(3) ln(\/z2+1) 2 (x241)1/2 2z
x o v ’ / _ 3 .
@ (V) P Tedy mtzeme psat f/(3) = B@ (/) VT

17(0) - neni definovano; f'(—4) = W;

T

fl(z) =3 5 (5$ + 11) = %W 57 In(5). Tedy mtuzeme psat
In

_ 5In (5) 5ln _ () —_ WG .

oo



1 f(z) = 1322 — 2° + 42 — 536 a tedy f'(z) = 26z — 5z* + 4;

2 f(z) =3 —a™ + (z — 3)(442? + 11z) a tedy f'(z) = =9 + 4275 +

x2 3

13222 — 24222 — 33;

3 flx) =27+ In((Bx+e")?) atedy f'(z) = —3/2077/ + 355,

2 — 2
4 f(z) = 222 a tedy f/(x) = BeEloenrll,

5 f(z) =In(62? — 5z + 1) a tedy f'(z) = ;52



